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REFLEXIONS' 

SDK QUELQUES LO'IX GENERALES DE LA 

NATURE C^\J I S’ OBSERVENT DANS LES EFFETS- 
DES FORCES QJU EL C O N Q_U E S, 

par M. EULER». 

r. 

yant examine dans le Mémoire précèdent la figure' 
que doit prendreun fil, foit parfaitement flexible, ou 
doué de quelque roideur, étant follicirc par dés for- 
ces quelconques dirigées vers autant de points fixes, 
qu’on voudra ; j’ai recherché les formules, dont la valeur eft la plus' 
petire dans cette figure, de forte que, fr l’on connoifïbic d'ailleurs 
ees formules, on pourroit par la méthode des plus grands & des plus 
petits trouver la même figure d’un tel fil r . fans avoir égard aux princi- 
pes direéh de la Mécanique, fur lesquels cetre recherche eft fondée. 
Comme il y a longrenas , que les Philofophes foutiennent avec bien- 
de la raifon., que la nature dans toutes' fes productions affeéte con- 
flamment un certain minimum,, ce que Montreur A Mauptrtms a mis 
coût- à' fait hors de-doute dans quelques Mémoires, qu'il adonnés, 
eant fur l’état d'equilibre des corps, que fur celui de mouvements 
nous' nous trouvons en état d’asfigner ce minimum pour les figures 
des fils, follicités par des forces quelconques. Mais puisque j’ai été 
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conduit à la connoiflance de ce minimum a pofleriori } il s’agit main- 
tenant de découvrir les raifonuemens, qui nous' puifient conduire à 
priori à la' même connoiflance: ou bien il faut rechercher les princi- 
pes, desquels on pourroic conclure ce minimum , quand même on ne 
connoitroit pas encore la courbe, que le fil prend aétuellement. Ces- 
principes une fois découverts ne manqueront pas.de répandre beau- 
coup de lumière fur les loix que la nature obferve dans un nombre in- 
fini de fes autres productions, pour la détermination desquelles la 
Mécanique même n’eft pas encore portée à un degré fuffifant de per- 
fection ; 5c il n’y a aucun doute, que la Metaphyfique ne poifle tirer 
de cette découverte quantité d'écîairçiftemens fur la maniéré d’agir 
des forces en généra]. 

H. Pour mieux réiisfir dans cette recherche, il faut commencer 
par la meme confine rat ion , dont Mr. de Maupertuis s’eft fervi pour 
établir fa loi générale du repos : caf cette confidération nous conduira 
dune idée plus precifè & plus feconde'de ce qu’on doit entendre 
par la quantité d'aEHon des jorces> Nous verrons que* la chofe 
nommée par ce cerme eft de la dernîere importance dans toutes les 
actions des forces, loit que les corps, qui en font follicicés demeu- 
rent en équilibre , ou qu’ils foient mis en mouvement, cc que je ferai 
voir par plufieurs preuves très convainquantes. Après cela on con- 
viendra aifement que cette quantité d’aétion des forces doic entrer 
dans toutes les formules, dont la valeur eft la plus petite dans les 
effets, qui font produics par ces forces. C’eft une régie afl*es géné- 
ralement reçue, que la -nature dans toutes ces produ étions n’emploie 
quels plus paire quantité d’action, qu’il foitposfible; mais dans la 
plusparr des cas il a éré jusqu’ici excrémemenrdifficile de bien déter- 
miner cette quantité d’aition, pour l’epargne de laquelle la nature eft 
fi loigneufe. Mais dés que nous nous ferons formé uncidceollês 
diftincte de la quantité d’action des forces, que Mr» de Maupertuis a 
découverte fi heurefement dans le cas d’équilibre, qu’il a traité , la 
pluspart des autres difficultés , que ladiverfité des cas femble renfer- 
mer ,‘uisp:iroitront bientôt, 5c on fera obligé de reconnoitre que 
cette idee eft d’un uiâge univerfel, tant dans la Mécanique, que dans 
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toute la Phyfîque. Quand même on ne gouteroit pas Tes ral/bnne- 
mens, par lesquels je ferai l’application de cette idée à quantité d’ef- 
feds produits par des forces quelconques, on fera oblige d’en recon- 
noitre Jafolidité par un grand nombre de cas, qu’on eff en état dé 
vérifier par les principes ordinaires de la Mécanique. 

111. C’eft la figure, que doit prendre 'une mafle fluide, dont 
toutes les particules font follicitées par des forces quelconques, qui a 
été le principal objet des recherches de Mr. de Maupertuis , pour décou- 
vrir la loi générale du repos dans les Mémoires de l’Academie Royale 
des Sciences de Paris de l’An. 1740. Je confidererai donc de meme 
une mafle fluide dont toutes les particules font attirées vers autant de 
centres fixes, qu’on voudra, par des forces, qui font proportionelles 
à des fondions quelconques des di fiances à ces centres, & je recher- 
cherai premièrement la figure, que doit prendre cette mafle fluide, 
afin qu’elle foit en repos, ou en équilibre. De là je tacherai enfuite 
de découvrir ce qui fera dans cette figureun maximum , ou un mini- 
mum , pour être d’autant mieux en état de déterminer ce qu’il faut 
entendre fous le nom de la quantité d'a&ion des forces foUicirames r 
dont je ferai fentir apre's, par quelques réflexions, la derniere impor- 
tance dans toutes les recherches où il s’agit des effets produits par 
des forces quelconques. D’ibord il eft évident que, pour qu’une telle 
mafle fluide foit en équilibre , il faut que la moyenne direction des 
forces, dont chaque particule, qui fe trouve à la fùrface , eit 
folliciree, foit perpendiculaire à la fùrface : car fi la moyenne 
diredion étoit oblique à la fùrface, la particule qui en ccoit fol- 
Jicitée, fuivroit cette diredion oblique félon la tangence, & partant!» 
m^fle ne feroit point en équilibre. Donc, pour entrer dans cette re- 
cherche, je commencerai par déterminer en général la poficion de la 
ligne perpendiculaire à une fùrface quelconque. 

PROBLEME I. 

JV. Une fùrface quelconque étant propofée fur laquelle fi trou- 
ve le point Z, trouver la pofition de la ligne Z P, qui efl p^rpendi- 
tulake à cette fùrface au point Z- 

SoLU- 


Fig* 1 



Solution, 

Pour exprimer la nature de cette furface, jechoifîs à volonté 
trois axes AB, AC, AJ5 perpendiculaires encr’eux, dont les deux 
AB & AC fcient pris dans le plan de la planche, & le tro'rfiéme AD 
y foit perpendiculaire. Du point quelconque de cette furface Z je 
tiré fur le plan BAC la perpendiculaire^ Y, & du point Y à l’axe 
AB la perpendiculaire YX, de forte que la pofîtion du point Z foit 
déterminée par les trois coordonnées AX, XY & & YZ,que je nom- 
merai AX “ x t XY zzy j & YZ — a. Maintenant la nature 
de la furface étant exprimée par une équation quelconque entre ces 
trois coordonnées x, y, z, je n’ai qu’à en conüdérer la différentielle, 
qui foit : 

X dx — |- Y cl y -H Z dz zz: b 
■les lettres X, Y, Z marquant des fondions quelconques des coor- 
données x , y, z f qui peuvent réfultcr de la différentiation de l’é- 
quation en termes finis. A'prefenc jeconfidere premièrement la figure 
EZ, qui réfui te, lorsqu’on coupe îa furface propoféepar le plan I Y Z 
parallèle au plan B AJ). Jfa nature de cette ligne courbe E Z fera donc 
exprimée par l’équation donnée, fi l’on pôle XY ~ y confiante & 
partait fon différentiel dy “ o, d.eforteque pour cette courbe EZ 
nous aurons cette équation Xdx rf r Z,di “ o entre les deux coor- 
données IYtzx 6c. YZ~ z Soit la ligne ZM perpendiculaire 
à cette feéKoit EZj & on fait .que la founormale Y M fera ~ — 

zdz . d z X 

i or puisque nous aurons YM “ 


X a 
Z * 


‘Qu’on tire furie plan BAC, auquel la feéHon IYZ eft per- 


pendiculaire, par le point M la ligne M P perpendiculaire à YM, & Ü 
eft clair que toutes les lignes tirées du point Z à cette droite M P fe- 
ront également perpendiculaires à la léélion EZ. Par .coofêquent 
parmi ces lignes fera comprife celle Z P, qui èft perpendiculaire, rion 
feulement à lafeaion EZ, mais ausfi à la furface propofée même. 
Pour prouver cette perpendiculaire cherchée ZP, je coupe pareille- 
ment 


— — Tirant donc par N à 
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ment Ja furface propofèe psr un plan XZ parallèle au plan CAD, 8c 
fuppofant FZ la fe&ion, qui en refaite, fa nature fera exprimée 
parl’équationgénérale, enfaifant AX rz x confiante, 8c partant d x' 
ZZ ». Donc l’équation pour la feéHon FZ fera Ydy *f Z dz ZZfl.' 
entre fcs coordonnées X Y ZZ y 8c Qu’on tire de mê- 

me à cette feétion F Z la perpendiculaireZ N, & onroitque Jafou- 

z d z __ Y 

normale fera Y N zz — ; — — — 

d y £• 

Y N la perpendiculaire N P dans le plan BAC auquel la feftion 

F Z efl perpendiculaire , toutes les lignes tirées du point Z à la ligne 
N P feront également perpendiculaires à la fection F Z, Par confé- 
q lient fi de l’interiedlion P des lignes MP & N P nous tirons Ja ligne 
P Z, elle fera perpendiculaire à l’une 6c à l’autre des feclions E Z 5c 
F Z, & partant elle fera perpendiculaire à la furface propofèe même 
E Z F. Donc le point P dans Je plan BAC, où la perpendiculaire 
cherchée Z P rencontre ce plan , fc trouvera fi on prend Y Mzz — 
X * Y z 

& Y N zz — -jT-, & qu’on achevé Je parallélogramme 

Y M P N , dont le quatrième angle P fera au point cherché. Or il eft 
clair, qu’ayant pour la furface l’équation difFerenticIle X d x -f- Y dy -f. 
7udziz O, ou en tirera Ics'valeurs des lignes YM & YN en termes 
finis, Ce qu’il faloit trouver. 


PROBLEME If. 

V. Trouver la nature des forces , qui peuvent agir fur le point 
Z d’une furface propojéc, afin que leur moyennf dit e&ion fait perpendicu- 
laire à cette Jurface . 


Solution* 

Soit comme auparavant Xdx -f Y dy -f- Z 2 zz 0 l’équation 
différentielle , qui exprime la nature delà furface propofèe entre les. 
trois coordonnées A X — *■, X Y ZZ y 8c Y Z ZZ z. Cela pofô, de 
quelques forces que foit follicicéle pointZ, elles peuvent toujours être 
totomrtt dtijtfidtpm T*w,iv. * B b rèdui- 
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réduites à trois, Félon des direélions parallèles aux trois axes AB, AC, 
A D. Soit QJa force, qui agit félon la direction parallèle à AB, R U force 
qui agit Félon AC, & S celle qui agit Félon AD, de Forte que ces forces ten- 
dent à augmenter les valeurs des varia blés y, a. Parcequela moyenne 
direction de cesforcesdoit être perpendiculaire à la furface, elle tombera 
dans la ligne Z P, dont nous venons de déterminer la poGtion, ayant trou . 

X a Y a - 

vé YM “ — & Y N “ — “ 2 ". Soit donc P la force, qui 

agifTant dans la direction Z P foit équivalente aux trois forces propo* 
fées Q., Rj S. Or. cette force P étant décoinpoféc Félon les direCH- 

Y Z 

ons Z Y & Y P, donnera pour la direCKon Z Y la force Z= ^-p P, & 


YP 

pour la direction parallèle à Y P la force “ g-p P ; celle- cy fe de- 

compofera encore Félon les directions Y M & Y N, & pour la dire* 

Y M 

élion YM nous aurons la force ~ÿ-p*. P, & pour l’autre direction 
■ YN 

Y Nia force “g-p. P. Donc la force P Fera refoluc en trois, fui- 

Tant des 'directions parallèles aux trois axes AB, AC, AD, dont la 

YM 

première qui ag:c parallèlement à A B fera“ r /T~P' ^ Féconde, 


qui agit parallèlement à ACfera“ 



& la troifîeme , qui agit 


parallèlement à A D fera ~ — ^"p* P* puisque la direction Z Y de 

la derniere eft contraire à celle de l’axe A D, auquel nous Jn rappor- 
tons. Donc, afin que 13 Force P perpendiculaire à la furFacc Félon 
Z P Foit équivalente aux forces propofêes Q, U, S, il faut que celles- 
cy foient égales refpeCtivemew à ces trois, dans lesquelles nous ve- 
nons 
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non s de réfoudre la force. P. Ec partant nous en obtiendrons ces 
égalités 

O - ™ p. R _ YN _ _ YZ 

< — z T 1 * “■ zTP' zT?‘ 

X* y z 

Or ayant trouvé Y M ~ & YN iz — à câufè ■ de 


YZ ~ 2 nous aurons YP~ ^ iZ ( X X -+- Y Y ) 8c Z P zz 

✓ (X X + Y Y + Z Z). Soit pour abréger v*(XX+ Y Y + ZZ ) 

W z 

W, & ayant Z P ~ ~r^~ tro)S égalités trouvées fe changeront en. 
celles-cy : 


Y Y 

Q = ~w P;R = - 


w 


P & S = - P 


Par eonféquent les trois forces R, S, qui agiflent fuivant fes di- 
rections des trois coordonnées x>y, z, feront entr’elles comme Jei 
quantités X, Y, Z, qui fe trouvent dans l’équation différentielle 
Xdx -p y ày -f Z.d z tu o qui exprime la nature de la furûce, 
C. CL F. T. 


Problème IH. 

VI. Trouver lu figure y à laquelle fera réduite mie mafje fini de f 
dont toutes les particules feront jollicitées par des forces quelconques» 


Solution. 

Soit Z un point dans la furface de cette maffe fluide dont nous 
cherchons la figure, ou ce qui revient au meme, il s’agit de trouver 
line équation entre les trois coordonnées A Xzz x, XY Hy&YZ 
“ z, laquelle exprime la nature de la furfàce de la maflé fluide pro- 
pose. Soit la différentielle de cette équation, que nous cherchons: 
X d x -f Y dy 4- Z</z =Z o. Maintenant de quelques forces que 
foit follicité le point Z, elles fe pourront réduire félon les directions 
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, de nos trois coordonnées. Soit donc QJa force qui agit félon la (K- 
redion parallèle à A X, R la force qui agit félon la direction parallè- 
le àXY, &$ celle, quiagitdans la diredion YZ. Cela pofé pour 
que Jainaflè fluide foit en équilibre il faut que la moyenne diredion de 
ces trois forces foit perpendiculaire à la furfâce, Pour cet effet nom- 
mant P la force équivalente aux trois forces données Q, R, & S> 
laquelle doit agirperpendiculairementàJa furfâce, & pourabrégerW n 
^(XX + YŸ + ZZ), la folution du problème precedent nous four- 
niera les équations fui vantes, 

Q = - J. P; R = - P; S = - £. P 


W 


Desquelles nous tirerons Xzz 


W 

P* 


W* 

n v w 

Qi Y = “p* 


R&Z— • 


W 


■p-. S : ces valeurs étant fubftitoées dans l’équation X d x -f Y dy -f 


’LâzZZo, qui doit exprimer la nature de la furface que nous cherc hons, 
nous en obtiendrons cette équation : 

Q y j -f K ^ J + S ^ i Z « 

D’où J’on voit, que connoiffant les forces K, S, qui agiffent fur 
chaque polntdela rnaffê fluide fuivant les directions des trois coordon- 
nées .v, y, z , il n’y a rien de plus aifè que d'dîîgner l’equation diffé- 
rentielle, qui exprimera la nature de la figure delà maflé fluide, qu’il 
fi loit chercher. Or la force équivalente aux trois forces Q, R, S, qui 
agiffent enfemblc fur Je point Z, fera p— v '(Q_Q_-f R R -f S S), 
laquelle aura fa di redion perpendiculaire à la furface : & pour trou- 
ver la fituation de cette diredion Z P, nous r, 'avons qu’à prendre 


Y M zz 


Qi 

S ’ 


& Y N zi 


R z ' 

-g-, pour en remplir le paral- 


lélogramme redangle YM PN, dont l’angle P donnera le lieu du point 
P, où la perpendiculaire ZP à b furface rencontre le plan BAC. 
Du relie il faut remarquer que, pour que la figure foit poffible, le s for- 
ces CL R, s, doivent être telles fondions de x, y, z, afin que l’équa- 
tion 
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tion Qd x *f R ^ y + puifie. être réduite à des quantités 

finies. 


VII. On fait qu’une équation différentielle, qui re renferme 
que deux variables, efl toujours pofiible, ou qu’il y a toujours une 
équation en termes, finis entre les mêmes quantités variables, qui étant 
différenciée produife l’équation différentielle propofée, quoique mê- 
*me forrfouvent on ne fbitpas en état de trouver cette équation in- 
tégrale. Mais il n’en efl pas de même des équations différentielles 
qui renferment crois quantités variables, comme x, y & z : car il y a 
quantité de cas où il efl abfolument impoffible, qu’une telle équation 
puifiè réfulter pat la différentiation d’une équation exprimée en ter- 
mes finis. Un exemple d’une telle équation impoffible eft xdx -f- 
y d y + <** à azz 0: car puisque les deux premiers membres x d x\- j- 
y dy font intégrables d’eux memes, il.'n’eft pas pofiible de trouver un 
faéleur, pat laquel l’equation étant multipliée devienne integtable. 
On a même déjà découvert les conditions, fous lesquelles une celle 
équation devient pofiible bu impoffible : & Mons. Ciaïraut ik d'/Uem- 
fart ont démontré qu’une équation de cette forme Q . d x -f R dy -f 
5 d z— 0 n’eft pofiible, que dans les cas où il y aura : 


fi («-©-<-* G-, -S) 


s (f 


Dans cette équation la formule — marque le différentiel de la fon- 


élionR, en ne fuppofant que z variable, dont le différentiel ^eft 

dS 

détruit par le dénominateur dz. De meme la valeur de — fe trou- 
vera en fuppofant la feule y variable dans la différentiation de S : & 

d S 

pour trouver la valeur de dans la différentiation de S il ne faut 


fuppoferque * variable, en forte que ces cxprefiîons 
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ffR JS d S 

dz' dy' d x y 
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~^&c. ne renfermeront que des quantités finies, puisque les de- 

a 2 

fiominateurs'détruifent les différentiels des numérateurs. Donc tou- 
tes les fois que la propriété contenue dans cette équation n’aura pas 
lieu entre les fondions Qj R* S, l’équation x + R -j- S t/s 
■zzo fera impofiïble ; & dans ces cas la maflè fluide ne lauroic jamais 
parvenir àl’ètat de l’équilib-c, comme a fort bien remarqué Mous. 
Clair aut, dans Ton Traité fur la figure de la terre, 

Vlïl. Le casle plus évident, auquel l'équation QJ x -f R d y 
5 dz “ 0 devient poflîblc , cft (î Q_eft une fonüion de a*, R une fon- 
élion de y, & S une fon&ion de z ; car alors chaque membre de l’equa- 
tion fiera intégrable à part. Donc fi chaque particule de lamafle flui- 
de eft follieitèe de trois forces R, & S, fuivanc les directions des 
rois axes AB, AC& AD, ou des trois coordonnées x, y & z: & 


que la fo:ce Q^qui agit, dans Udircélionde jt, foie exprimée par une 
icméiion quelconque de ,v, la force R qui agit dans la dire&ion dey 
par une fonction de^y, & la force S par une fonction de 2, alors l’é- 
quation différentielle Q d x -f R d y -f S dz ~ 0 étant intégrable, la 
ü<Ture de h matTe fluide fera exprimée par cette équation intégrale, 

fQjx H- /"R dy -f-/S dz-zz A 

où A marque une quantité confiante, que la quantité du fluide dé- 
terminera, Dans ce cas donc la m.ifle fluide fera réduite à l’état de 
fequilibre, & à chaque point de fa furfâce la valeur de cette formule 
fQjj* -f* y r R d y -f /"S dz fera la même. Or fi nous envifàgeons en 
général la nature de l’équilibre, nous appercevrons aifement, qu’elle 
exige de toutes parcs une égalité dans l’aétion des forces, quoique 
nous ne fâchions d’abord comme il faut efli mer cette a éli on des forces. 
Mais voyant dans le cas propofé, que c’eft cette quantité f Qdx -f- 
fR. dy -{■ fS d z qui elt par tout la même, nous en conclurrons fu_ 
fement, que cette même formule répréfente la quantité d 'action des 
forces, qui dans l’équilibre doit partout être la même. Donc la 
quantité d’aélion des forces Q., R , S, qui sgi fi en r fur le point Z de 
I4 manière que je viens de fuppofer, fera i^.J'Qdx -f/R dy -f [S 
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àz: formule qui eft parfaitement conforme îux principes de Mon*. 
de Maupertuis r &. dont je ferai voir plus clairement la force & Pim 
portance dans les réflexions fuivantes. 

PROBLEME IV. 

IX. Une vutfje fluide étant attirée vers plÿfîeurs centres fixes C, 
C, C" par des forces proportion elles à des fondions quelconques des di • 
fiances , trouver la figure , à laquelle cette mafie fluide Jera réduite , 

Solution. 

Soie Z un point quelconque dans la furface de la mafie fluide 
propofée, dont Jes di fiances aux centres fixes C, C', C" foient nom* 
mées CZzia, C' Z ~ v' t C" Z * v“ t & les forces dont ce point Z 
eft attiré vers ces centres foient des fondions quelconques de ces di- 
ftances V, V', V", la force V qui tire dans la direction ZC, étant une 
fonction quelconque de v , la force V' dans la direéïion Z O une fon- 
ction de v\ & la force V" dans la di région ZC" une fonélion de v 1 *. 
Cela pôle, qu’on choiftffe comme auparavant trois axes perpendiculai- 
res entr’eux, auxquels ontire du point Z les droites parallèles Z Q, 
Z R, Z Y, fuivant lesquelles on décompofe les forces V, V', V"qu* 
agi lient fur ie point Z. Pour cc: cflét 011 n\i qu’à concevoir des plans 
parallèles au plan Q Z R, qui paflcnc parles points C, Ç', C", lesquels 
feront craverfés perpendiculairement par la droite Z Y aux points Y, 
Y' Y", & dans ces plans on tire les droites CX, C'X J CX' 1 parallè- 
les à Z C^> & à cet!es-cy les perpendiculaires YX, Y', X’, Y" X", qui 
feront parallèles à Z R. Maintenant on aura pour chaque centre O 
C' C" trois co ordonnées qu’on nomment: pour le centre C;CX I ~Z*t 
Y y — y & YZzr^: pour le centre O; C' X' ZY x\ X' Y' YY V 
Y' Z “ V & pour centrc C" ; C" X" “ x n ; X" Y" “ y ,f & Y" Z 
— z n ces coordonnées nous obtiendrons d’abord ces équations 
vv ~xx -f y y -f z z ; v‘ z/“ x‘ x* y' y 1 4 - z* Heu 11 V* ~ x^x** 

| yitytt q, z“ z“. Et puisque les variables ,v, x 1 x° ne different entr’el- 
les que des quantités confiantes, leurs différentiels feront égaux 
entr’eux d’où nous aurons dx YY dx‘ YY dx“, & par la même raifon : 


Fïg.a. 
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m 


ZR = Xü 

V V 


& z r = — 

v 


d y “ rfy — rffi ScdzIZ dd “ </a". Maintenant la force ZC ^ 
V étant décompofée fuivant les directions Z Q^ZR&Z. Y> donne- 
ra ces trois forces 

ZQ 

De la force Z C' réfulteront ces trois forces 

za =^ ;ZR= ^ >&ZY = vv 

& de la force Z C u ces trois 

ZQ = ^;ZR=^&ZY = ^ 

Dont de l’a&ion commune de ces trois forces le point Z fera fol- 


fuivant la direction 


par la force 

ZQ. 

v * 

V'*' , V"x " 

V 


Z R 

h 

V 

vy vv 

^ î/ ^ p" 

z r 

Vz 

W V^z" 

V 

-u [_ 

— v‘ ^ v l/ 


Ccs forces agiOânt félon des directions contraires à celles que nous 
avons données aux forces Q^R, S dans le problème precedent, fî 
nous ferons l’application, nous aurons ; 

„ __ V* V'*' V"*" 

VL T -71 




v" 


„ _ Vy _ vy _ VV' 

s = - 


V 

Vî 

V 


P' 

w 

v i 


v' 

V /; z/' 


Or 
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Or la nature de la furface de cette maftê fluide fera exprimée par cette 
équation Qdx + R + S dz m o. Mais fubftituant les valeurs 
trouvées pourQ^R, S, nous obtiendrons en changeant les figues cet- 
te équation. 



V xdx 


Wrf*' , 

V"*'V.r" 

H- 

V 

H— 

— -, H 

V* 


H- 

Wyd, 

V 


Vy dy f ( 

V M y <( dyf* 

V* 


V z d z 


Vfztdz* , 

V"a"^a" 

H— 

V 

H- 

✓ + 

v** 


J 

Or les premières formules, qui expriment les valeurs des diftances 
v t v 1 v" fourni lient 

xdx-±-yd y -\-zdz — v d v 
x 1 à x J -f- y { d y* —J— zf â z f “ v 1 à t/ 
x u d x u —J— y^dyM —J— z, u v if dv* é 

Par conféq uent la figure de la malle fluide fera exprimée par' cette 
équation V dv -f Wu' -f V 7 ' dv H —0 dont chaque terme eft inté- 
grable de lui mime, & partant nous aurons pour la figure cherchée 
cette équation intégrale : fV dv -f fV f d v 1 -f f V" d v u ~ Conft, 
P. Q_K T. 

X. La meme équation fc peut aufîî trouver, fans qu’on ait égard 
à la pofition des trois axes, laquelle eft arbitraire, & ne ïè trouve 
pins dans l’équation finale. Nous n’avons qu’à confîdererun élément 
infiniment petit Z 2, conçu d’une maniéré quelconque depuis le point 
Z fur la furface de la mafle fluide , & il eft d’abord clair, que pour 
que le point Z puiiïe être en équilibre ou demeurer en repos, il 
faut que les forces, qui follicitent le point Z félon la direction Z z 
évanouïfleiit, âpres avoir decompofeles forces V, V 7 , V", qui y agis- 
fent, félon cette direction Z 2, & d’autres qui y fane perpendicu- 
laires. Car fi les forces fuivant Zz ne fe detruifoient pas mutuel le- 
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ment, rien n’empécheroit, quele.point Zne fc mût actuellement 
fuivant cette direction & partant la mafl*e fluide ne feroit pas en équi- 
libre. On nomme ces forces tangent ie lier , qui rèfultent de cette 
décompo/îtion félon la direction de l’élément Z z ; ce feront donc ces 
forces tangentielles, qui doivent fe détruire mutuellement, ou donc 
la fomme doit étrezze, Pour trouver ces forces tangentielles, je 
mene du point z fur les diftances C Z, O Z, C"Z les perpendiculai- 
res*/, zt'yZt'ty & nommant l’élément Zî zz d s 7 nous aurons 
Z / “ — dv t Z t* — — d v< & Z /" ZZ — d v u . La refl'emblance 
des triangles élémentaires Z* /, Z Z z" t“ aux triangles , qui fe 
forment en baiflimt des perpendiculaires des points C, C', C" lur la 
tangente ou l’élémentZ* prolongé, donnera (es forces tangentielles, 
qui rèfultent de chacune des forces V, V 7 , V w & de la force V on 

, 

obtiendra la force tangcntielle ZZ ^ “ 3rce V' P rov i e[l ~ 

Vhlv* 

dra la force tangentîelle — ~~d~ & de ^ orcc V" celle - cy 


ytt d v fl . 

— ~ . Donc puis que la fomme de ces forces tangentielles doit 

être égale à o 7 nous aurons pour la figure de la mufle fluide cette é- 
y dv V dv ( Fit d v u 


quation - — ; J- ~ s 

V d v V' d v 1 -f V" d v“ “ a 7 dont l’întegrale fera : 


ZZ e, ou bien celle - *y 


fFd v -J- / Fi dvt -+- J Va d v‘t zz C. 
qui eft la mène équation , à laquelle nous a conduit la folution pre- 
cedente. 

XI. La mafl’e fluide donc étant follicîtée par ccs forces V, V 7 , 
V", que nous venons de confidercr, parviendra dans un état d’équi- 
libre, & la figure qu’elle prendra alors, aura cette propriété que pour 
chaque point Z de fa fiirface la valeur de cette expréfîion /Vd v 4. 
jfV 7 dv 1 -f / V" d u'^fera partout la même. Donc puisque l’état d’é- 
quilibre exige de toutes parts une égalité d’a&ion, il eft d’abord clair 

que 
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que cette même formule nous exprimera la quantité tl’aéliori, qui p*r 
Ton égalité fe contrebalance de tous cotés ; & on ne fauroit douter» 
que cette formule, /V dv *f fV* dv* -f* fV u dv' 1 ne filt la vraie 
niefure de la quantité d’aftion des forces, qui agiffent fur la maflêfluî- 
dc, quand même ou n'auroit point d’autres raifons, par lesquelles 
on feroit en état de déterminer cette mefure. Or Mr. de Afauper- 
fuit, dans fon excellence pi cce fur les loixdu repos, a expliqué les prin- 
cipes, desquels il a tiré! precifémeot la meme mefure de la quanti- 
té d’adlion des forces : & ces principes lui ont fourni pour ce cas 
d’cquilibre d’une rmffe fluide la même formule /V dv -f f V'dv* -f* 
/V fi dv' } fans qu’il ait été obligé d’avoir recours aux principes ordinaire» 
de la Mécanique. De la on tirera la régie fui van te pour trouver l a 
quantité d’action des forces, qui agiflènt furun point quelconque Z: 
Qu'on multiplie chaque force V par le différentiel de la ligne Z C — 
fuivant la dire 3 ion de laquelle cette force agit, du produit V dv qu'on 
prenne /’ intégrale, la femme de toute s ces intégrales fV dv -f* /V* 

dv 1 -f /V" d v" donnera la quantité d'nSlion de router ces forces furie 
point Z. Cette régie, qui coule immédiatement des principes deMr. 
de Maupertuity eft donc parfaitement d’accordavec la folution, que 
je viens de déduire des principes ordinaires de la Mécanique. 

XII. Mr. de Maupet tuis dans les rcfiéxions fur cette matière 
eft encore allé plus loin, & a l'outenu que non feulement la quanti- 
té d’aélion des forces, qui agi lient fur toutes les particules de la fur- 
face d’une iTulïê fluide, etoit partout- la meme; mais que fa valeur 
étoit encore la plus petite, qu’il foit poifible. Cette propriété fi con- 
venable aux loix générales de la nature, qui affeéïc conftarnincnt de 
produire fes effets à moindres fraîx, eltaufli une fuite fort naturelle 
de la folution, que je viens de trouver. Car puisque la valeur de cette 
exprellîon [X d v f f\ jr d v l -f fV" d v" eft partout la même, fon 
différentiel fera égal a zéro, ou V V' d v 1 -f- V" dv 11 ~e. Or 
on fait que, pour que la valeur d’une quantité variablé foit I) plus 
grande, ou plus petite, il l'iut, que lbn différentiel foitIZtf. Doncre- 
ciproqucment, puisque dans la figure de la maffe fluide le différentiel 
V d v -f V' à v‘ -f V" d r" eft zz 0, on pourra dire, qne fon inté- 
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gra! / V Jv-{ JV'd v, -f f V ; V v ,f y eft u 11 minimum. Il eft L-ÿen vrai que 
cetre con vcrfion n’eftpas toujours jufte ; car, par exemple, dans un cercle 
dont la nature eft exprimée par cette équation* .r -f y y m a a, quoi- 
que le différentiel de la quantité x x y y foit égal à zéro, on ne 
fauroit dire que la quantité** -J-yjyjnéme y étoitun maximum >0x1 
minimum . Mais outre que le principe général de la nature exige que 
ia quantité d’acïion, que cette formule/Wr + /V' dv' -f fV"av >t 
exprime, foit un minimum , de forte que l’exception tirée de l’e- 
xemple du cercle n’y puîflè pas avoir lieu, jem’en vai prouver cette 
con cl uü on par un cas tout particulier, dont l’evîdence fautera d’abord 
aux yeux. 

XIII. Suppofons que la mafîe fluide vienne a être diminuée à 
l’infini, deforte qu’elle foit réduite à un feu! poinc Z: on deman- 
dera donc où ce point Z doit être placé, afin qu’étant attiré vers 
les centres de forces C, C, C", il foit en équilibre : & on s’apperce- 
vra dabordquece lieu d’équilibre du point Z fera là, où la quantité 
d’aélion de forces, ou la valeur de l’expreffion /V J v JV* d v' - J- 
v** fera la plus petite, Quand j’aurai prouvé cela, on ne fera 
aucune difficulté de reconnoitre, que pour le cas d’une mafîe fluide 
d’une étendue finie, le même raifonnement n’ait lieu : &que puisque 
le différentiel de cette même formule eft également zéro, la valeur 
de cette formule n’y foit un minimum. Car fi cecte conclu fi on n’é- 
toit pas jafte dans le cas d’une malle fluide, elle ne le feroitpas non p'us 
dans le cas, où la malle fluide eft réduite à un feul point. Or Je 
casdel’éiatdéquilibre d’un point, qui eft follicité par des forces quel- 
conques, que je m’en vai confdcrer, eft celui d’où dépendent les 
premiers principes de la Statique, favoir la compofkion & la décoin- 
pofition des forces, dont la vérité eft par conféquent d’autant moins 
affujetie à des doutes : quoique les demonftrations qu’oa en donne 
ordinairement ne foîent pas’ ailés rigoureufes ; puisqu'on y fait entrer 
la conpdtTatiou du mouvement, qui paroic tout à fait étrangère dans 
ce cas, où il ne s’agit que de l’état du repos. Feu Moniteur A>>- 
colaj BernouÜi a bien fait fentir ce defaut général dans le I. Tome 
des Comment, de l’Acad, de Petersbonrg , où il a donné une fort 
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belle démonftration de ce 1 principe delà Statique, quieftautliirgcm- 
eufe, que purement géométrique, & fondée fur des axiomes inconte- 
ftables. 

■XIV. Cependant je me flatté, qu’on «ou vera la déni or.fi ration 
fuivante, que je donnerai tfe ce même principe, également convain- 
cante, quoiqu’elle foît fondée fur quelque principe tiré de la Meta- 
phyfique. Soi: un point quelconque Z, qui étant ibllicité par trois 
forces V, V V" félon les directions Z C, Z C'ZC", le trouve aduel-. 
leinenten équilibre: & on foutient qu T alors ces trois forces feront 
entr’el les comme les fin us des angles oppofês C'ZÇ"; CZC', C 
ZC'. Pour démontrer cette vérité, de laquelle dépend toute la Sta- 
tique, au lieu des forces, je concevrai des fils élaftiques égaux en tr’eux, 
qui étant attachés aux lignes A B, A' B', A" B", & les tirant vers les 
parois immobiles EF, E' F', E" F" agifl'ent fur le poige Z par le 
moyen des verges Z C, Z C', Z C'' de la même maniéré, que les 
forces proposes V, V', V". Soit la force de chaque fil élaftique, 
dont il tache de fe contracter, ” 1, & le nombre des fils, qui .font 
attachés à la ligne A B pour l’approcher au parois EF, toit “V,afin- 
que toute la force unie de ces fils élaftiques devienne " V, i & que le 
point Z par ce moyen foit follicité parla même force V dans la dire- 
dion Z C. De même, foit le nombre des fils femblables attachés à la 
liane A' B' “ V', & le nombre des fils attachés à la ligne A" B" : 
y» afinque le point Z foit follicité fuivant les directions Z C' & ZC' 
par les forces V' & V". 

XV. Cela pofé il eft clair que ces forces n’jgifTene qu’ entant 
que les fils élaftiques tachent de fe raccourcir, & le point Z ne fauroit 
être en repos, que lorsqu’il fera impofTible, que U contraction de 
tous ces fils cnfemble fe puilîe augmenter davantage. On m’accor- 
dera donc fans aucune difficulté, que le point Z fera alors en équi- 
libre, lorsque les fils fe feront raccourcis autant qu’il fera poftïble, ou 
lorsque la fomme de tons les fils pris enfcinble fera la plus petite: 
car fi le point Z pou voit être traîné dans un antre endroit z } où le 
racconrciftcmentdes fils, confédérés tous enfemble, feroit encore plus 
grand, il n’y a aucun douce, que les forces tie le transportafTen: dans 
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cet endroit là, avant que l’état, d’équilibre arrive,' Ce principe eft 
fi évident, que pour peu qu'on y réflechiffe on fera convaincu de fa 
vérité ■. puisque ces fils fe contracteront effectivement, tandis qu’une 
plus grande contrnéïion fera pofiîble, & ils ne cefieront d’agir, qu’il 
aie s’oppofe des obftaclcs infurmontabldfr, qui rendront impofiible 
*ine plus grandeconrraCtion, Donc, fi nous nommons la longueur des 
fils éluftiques A G rz x y celle des fils A 1 G' ” x' & A" G'' zz x", 
la longueur de tous les fils pris enfemblc fera zz V x -J- V' x‘ -J- V'' 

& celle-cyfera par confisquent la plus petite, lorsque le point Z cfl: 
réduit dans l'état d’équilibre, 

XVI. Donc, fi le point Z fera transporté infiniment peu de 
'endroit où il eften équilibre , la valeur de la formule V x -{- V' x ( -f 
1 V (/ x u demeurera encore la même, ou fon différentiel V dx -j -V'dx 1 -j- 
V" dx" fera égal à zéro; car je regarderai ici les forces V, V'V', 
commecouftautes, de forte qu’elles 11’augmentent ni ne diminuent, pen- 
dant que les fils élaûiques s'allongent, ou fe raccourci fient : je fai cette 
liypotlieîc, afin que le cas foie plus évident & moins embarafie, puis- 
qu’il nc-lcrapas difficile enfuite de juger des cas, où les forces V, V' 
V" font elles -mêmes variables. Qu’on conçoive donc le point Z 
transporté en z par l’efpace infiniment petit Z 2, & comme un tel 
çhingement fe peut faire d’une infinité de maniérés, j’en choifirai ce- 
lui 011 le point z cfi: également éloigné de A B, que le pointZ, de- 
f >rtc que pat ce changement les fils AG, B H ne foullrenr aucune 
alteration. Mais comme le point Z par ce mouvement Z z s’efi: ap- 
proché plus de Iv F', qu’il s’eft éloigné plus de E" F" , les fils A' 
Ci' B H', fe feront raccourcis, <k les fils A" G", B'' H" allongés : 
Sc partant la ligne A' B', à laquelle font attachés les fils, fera parve- 
nus en d b' y & la ligne A" B" en a* b" : donc le raccourci fié ment de 
ceux - là fera rzAV,& l’allongement de ceux -cyzr A" tt'% O; en vertu 
de la propriété des plus petits, l’allongement total d’un corèV". A" 
a 11 doit être égal au raccourciffemcnc de l’autre cote V'. A' a'. Ti- 
rons les lignes z c" , e c' 1 égales & parallèles aux lignes Z C 7 & Z C" 
& y ayant mené les perpendiculaires Z y, z p f le raccoarciflemenc A, 
n' Icra zzZ p, & l’allongement A'' a“ zz z q y donç il y aura V-', Z p 
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“ V". a ce qui donnera cette proportion V' : V /; “ z q : Z />. 
Or prenant Z s pour le /mus total, z <j fera ie /Inus de l’angle % Z p 
ou bien de C Z O' à caufc des angles droits C Z * & O' Z de me* 
me Z p fera le cofinus de z Zp 6c partant le /înus de CZC', d’où H 
s’enfuit que les forces V 7 6c V ;/ feront encr’elles comme les finus des 
angles C Z C" & C Z C', iSc de là on tirera cette proportion 
connue : 

force ZC: forceZC':forceZC"=r fin CZC": fin CZC^linCZC. 

XVII. De cette nouvelle démonftration du principe gênerai de 
]a Statique, en vertu duquel trois forces appliquées à un point font 
enéquilibre, lorsque ces forces font entr’elres, comme J es finus des 
angles oppofés, on fera convaincu, que non feulement la /b unifie 
différentielle V d x -f V' d x 1 *f V" dx 1 ' doit ctre zz o ) mais auiïî 
que la valeur de la formule finie V x -f V' -f V" x! 1 y eft la plus 
petite. J’ai fuppofè ici les forces V, V-, V" confiantes, ou qu’elles 
demeurent les memes, quelque changement que fubillênt les /ils cÎ3- 
ftiques que j’ai fubfiitués à leurs places: mais la formule différentielle 
demeurera la même, quoique les forces foient variables : on n’a pour 
cet effet qu’à nommer les diftances 'AQzzv, Z C “ v‘ ZC" ~v f, t 
6c on aura d x zz — d v 7 J x‘ zz — d v 1 , à x u m — dv 11 . De plus, 
fi les forces V, V', V" font des fonctions quelconques de ces di- 
fiances v , v'f v ", lVtac d’équilibre du point Z donnera la même équa- 
tion différentielle V d v -f- V' d v‘ -f V" d v u ZI e , qui a etc trou- 
vée dans la folution du problème, 6t à préfent il n’y a aucun doute 
que fon intégral fV à v -f j V' d v* -f JV 1 ' d v 11 ne foie au/îî un mini- 
mum. Or fi cette formule eft un minimum dans ie cas, où les forces 
n’a giflent que fur Je fuul point Z, elle fera pareillement un minimum 
dans le cas d’une maife fluide quelconque , qui eft follicirée par les 
memes forces. Parconfëquent, nous avons les plus fortes railbns de 
foutenir, que la quantité dWlion des forces V, V', V' fur un point 
quelconque Z, doit être exprimée par cette formule. /V dv -f JV'd 
v' -f /"V" dv " puis-que cette formule fe trouve , foit qu’on confiderc 
le point Z. tout feul, ou qu’il appartienne à une’maffé fluide quelcon- 
que. Voila donc un appuy inébranlable , fur lequel eft fondée la 
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réglé donnée cy- deflus pour déterminer la quantité d’aétion des for- 
ces quelconques fur un point donné, 

XVIII. Les réflexions fuivantes mettront encore davantage dans 
tout fon jour cette idée de la quantité d’aétion des forces, & on en 
entendra plus clairement la raifon, pourquoi la quantité d’nftion des 
forces V, V 7 , V" fur le point Z doit être exprimée prècifémenc par 
la formule /V dv -f/V' d v 1 /V 11 d v". Dans la recherche pre- 
cedente, où j’ai fubftitué des fils élaftiques égaux encr’çux 5 U lieu des 
forces V, V 7 , V", l’état ou Pa£tion de chaque force appliquée au 
point 2J a été rcprefentée par la fomme des longueurs de tous les fils 
élaftiques, qui tiennent lieu des forces: car nous avons vu, fi la 
longueur des fils élaftiques A G fubftitués à Ja place de la force Y eft 
iinminpp x , & que V marque le nombre de ces fils, puisque 
la force de chacun a été pofée nzi r ; alors la fomme totale de 
tous ces fils étoît zz V x : ce fera donc cette quantité V x, qui répré- 
fente Paétion de cette force V fur le point Z, puisque V x exprime 
l’état afluel de contraction des fils élaftiques , de laquelle dépend 
Paétion de Iaforcey. Orpofant toute*Ia diflancedu pointZaux pa- 
rois immobiles iî F ~v, & la diftance confiante Z C nous au- 
rons x “ v — (i , & Paétion de la force V fera “ V (u — a ) pour- 
vu que que la force V fuit confiante, ou que fa quantité ne dépen- 
de point de la diflance v. Or en cas que la force, V dépende de la 
diftance v , ou ce qui revient au même de la longueur des; fils élafti- 
ques .v, alors le nombre des fils V feroit variable, & leur longueur 
totale ne feroit plus V x ou V (v~a) } mais on s’appercevra aife- 
ment que pour avoir cette longueur totale, il faudra prendre Pinte- 
grale de V dx ou de V à y, y ayant égard à la variabilité de V. Ce 
lera donc, alors/ V d u, qui exprime la longueur totale des fils éhfti- 
ques fubftitués au lieu de la force V, & partant il eft évident que cet- 
te même formule/ V dv> exprimer;! aulfi la quantité d’a&ion de la 
force V ftir le point Z; ik on comprendra de même que la quantité 
d’action de plufieurs forces V, V 7 , V tf fera zr fV dv -f f y* d v 1 + 
fV'dv", 
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XIX. Maïs il y a plus : la formule /V d v -f /V 7 dv 1 f V^d 
v" cftnon feulement d’un fi grand ufage dans l’ctac de repos, c’eft 
aufii d’elle que dépend principalement la détermination du mouve- 
ment. Car fuppofons qu'un corps follicité vers les centres C, C ; , Fi ’S- 
C" par des forces V, V' V" ait parcouru déjà l’arc A Z d'une courbe 
quelconque, ayant commencé fon mouvement du repos en A : & 
foit « la viteflè, que ce corps aura acquïfe au point Z : & « -f </« cel- 
le qu’il aura au point s, après avoir parcouru l’élément d’efpace, Z 
d s. Soient les diftances du corps en Z aux centres C, C', C" nom- 
mées C Z “ u, C Z “ v' t C",Zrr v", & V, V', V" les forces dont 
le corps e ft attiré à ccs centres. Qifon tire de* fur les diftances 
CZ, O Z, C" Z les perpendiculaires */, zt'y z t il & on aura Z t 
~dv t Z/'zz — dv Zt”— — dv ", tfoù nous tirerons les for- 

V dv \*dvt V"dv" g 
çes tangentielles ^7—, ~~ j / 1 — — ~d ~ t — » * P ar *ant le 

mouvement du corps, pendant qu*il parcourt l’élément ZzTl d f ft- 

Vdv- V'dv f ~ V^dv" 

ra accéléré parla force — , qui étant 

multipliée par l’cfpace ds fera égale au produit delà viteflè «par fon 
différentiel du : deforte que nous aurons cette équation ud u — — > 
y — Y'dv 1 — V H di j", dont l’integrale fera \uu “C — fV dv 

— JW 1 d v 1 — /V" d u", où la confiante C doit être prife, en forte 
qu’au point A la viteflè devienne ~ o. Donc le demi-quarré delà 
vitefie au point Z, ou ce qui revient au même, la hauteur duc à la vi~ 
tefiè fera exprimée par la formule C — /V dv — fV'dv' — -fY^dv 1 ', 
qui confiftede deuxmembres, dont le premier C dépend uniquement 
du point A où le mouvement a commencé; mais l’autre membre 
— fWdv — JN‘dv ( — -f\ ,, dv n dépend uniquement du point Z où le 
corps eft parvenu. Par conféquent la formule/V^o+/V'^o'-hy' 
qui dans l’etat de repos marque la quantité d’action des for- 
ces fur le point Z, exprime aufii dans l’etat de mouvement la partie du 
^uarrêde la vitclTe, laquelle dépend du point Z, de forte que cette for» 
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mule eft de la dérniere importance, suffi bien dans ï’etat de repos, que 
dans celui de mouvement, 

XX. Ayant donc établi la vecicable idée de la quantité' d’sétî 1 * 
on des focces quelconques fur un point donné, foit qu’il fe trouve 
en repos, ouên mouvement, je ferai voir plus clairement le grand 
ufege de cette idée, en confiderant plufieucs cent tes fixes C, C', O* 
&c. qui attirent à foi avec des forces V, V', V'' &c, proportionelles à 
des fonctions quelconques des dîftances v r v 1 v" 7 & c. de forte que la 
quantité d’aétion de ces forces fut un point Z, dont les diftances à 
ces centres font v, zi*, v 11 &c. eft “ /V d'v -f /V 7 dv* -f- fV n à v 1 * 
&c. Et d’abord pour Trouver le lieu, où il faut placer un corps confï- 
deré Comme un point, afin qu’il demeure en repos, ou en équilibre» 
entre ces centres de forces, je viens de montrer que cc point cher- 
chez fora là, où la valeur de cecre formule / V d v -f fV> dv* ~\-f 
V' 7 d v", ou la quantité d’aétion, eft la plus pet ire. Par le moyen de 
cette propriété on tcouvera aifement le lieu de ce point Z, en trans- 
portant ce point Z par un efpace infiniment petit Z z, 6c fuppofanc 
le différentiel V d v -f V' d v* -f V' 7 d u" 4- &c. égal à zéro : comme 
j’ai fait voir dans le cas, où le point Zéroic follicicé de crois forces. 
C’eft de ce cas, que dépend la compo/îtion & Ja réfolucion des forces, 
aquelle étant labafe de toute la Statique, on voit que ce ïéul principe 
de la quantité d’action fournit le fondement de cette fcience. 

XXL En fécond lieu , fi on confïdere une raaffe fluide dont 
toutes les particules font attirées à ces centres de forces, C, 
on trouvera encore la figure, que cette maflé fluide prendra, par le 
foui moyen de la quanrité d’aétion : car il faut, comme j’ai fait voir 
que la quantité d’action des forces foit la même partout, fur chaque 
point de la fùrfàce de la maffe fluide : ou la nature de cette furface 
fera exprimée par cette équation : 

fV dv-î-fV* dv'-t-fVi* dv" c. == Conft. 

Ou bien cette malle fluide ne iàuroit être en repos, que dans un tel 
endroit & avec une telle figure, afin qife la .quantité d’aétion totale 
foit la plus petite qu’il eft poffible ; c, à, d, pour que la mafle fluide 
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foie en équilibre’, il faut que la valeur de cette formule JV Jv 4- /V 7 
dv 1 -f JV" d v u + & c. fo it un minimum. C’eft de ce principe que 
dépend toute l’hydrofta tique, ou la théorie de l’équilibre des liqueurs. 
Car fi nous ne confiderons qu’une feule force centrale, pour avoir le 
cas de la pefanteur naturelle, nous aurons pour l’état d'équilibre 
d’une maflè fluide l’équation / V dv “ C, & puisque V eft une fon- 
ction de f , la diftance v fera conftante ; donc tous les points de la 
furfree fluide doivent être également éloignées du centne de la terre, 
ou la furfàce d’un fluide fera horizontale. 

XXII. Ce ne fera pas donc feulement la quantité d’adtion des 
forces fur un feul point Z, qui eft la plus petite, mais on reconnoitra 
aifementquc dans une mafle fluide, qui eft en équilibre, la femme 
totale de toutes lesquantitésd’aétion des forces fur coustesélémens de 
la malle fluide doit ctre un minimum. Ainfi Ci l’on nomme rfSune 
particule quelconque de la mafle fluide, & que la quantité d’adtion 
des forces V, V', V"&c. fur cette particule, fait zz / V dv + J V 1 d 
v * 4 . fyn j v it 4 . &c. entant qifelle n’eft confiderée que comme un 
point, il eft clair que la quantité d’aétion fur l’élément fera ” dS 
(fV d v -f fV* dv f -f fV u dv " 4- &c.), puisque i/Seft déjà regar- 
dé comme un aiTemblage de plufieurs points, fur chacun desquels la 
quantité d’aétion des forces eft zz fV d v -f fV'd v* 4* fV\d u"’4- 
&c. de forte que cette quantité doit être multipliée' par le nombre des 
points de l’élément d S, e. ù. d. par l’élément d S même, pour avoir 
la quantité d’aétion des forces fur cet clément d S. Par confèquentla 
quantité d’action desforces fur toute la maflè fluide fera”/" d§(fVdv 
4 - fy i dv * 4 - /V" d v" + &c.). Ce fera donc cette exprefîion in- 
tégrale, dont la valeur doit être la plus petite; puisqu’elle comprend 
la Ibmine totale de toutes les quantités d’action des forces fur toutes 
les particules de la maflè fluide. De là il eft aifè de tirer cette réglé 
Générale pour trouver Pétat d’équilibre d’un corps quelconque folli- 
cité par des forces quelconques : Qu’on multiplié chaque élément du 
corps par la quantité â'aftmi des forces , qui y agijfcttt, £?* P intégrale de ce 
produit , quijera la quantité d'aüion totale fut le corps entier, doit 
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être un minimum. Quiconque aura compris îa réalité de ridée de'-ïa 
quantité d’aélion des forces fur un point, que je viens d’établir par 
les plus fortes raifcns, accordera fans difficulté, que dans tous les 
cas d’équilibre la fomme de toutes ces quantités 'd'adion doit être ia 
plus petite. 

XXIII. Si le corps entier, dont nous cherchons Tétât d’équi- 
libre, eft infiniment petit, de forte que 4 / S exprime tout ce corps, 
alors la quantité d’aélion totale fera — dS (fV d v -j- / V' d v* -(* / 
V" dv“ -f &c.) laquelle fera un minimum , fi fV dv + fV 1 dv* -f f 
V^dv" -f &c. aura la plus petitevaleur, puisque d S eft confiant : & 
c’eft Je cas que j’ai déjà dévelopé cy - defiüs. Mais fi Je corps propofé 
eft une maffe fluide, dont d S eft un élément , il n’eft plus fi aifé, que 
la figure où/VS (/Wi> +/V' dv 1 \ [V" dv*' \ &c.peftun mi- 
nimum , fera la même, que j’ai trouvée auparavant, & qui avoit cette 
propriété , qu’à chaque point de fa furface la quantité d’aélion / V d 
v -{- /V' dv ' -f fV n dv tl -f &c, étoit d’une valeur confiante; Car 
en général il eft extrêmement difficile de déterminer la figure d’un 
folide, où une telle formule Jd S (/V d v -h J V‘ d v 1 -f /V" d v a -f 
&c. ) eft un maximum , ou un minimum, puisque cette méthode n’eft 
encore afifes cultivée, que pour les figures décrites fur un plan. Donc, 
pour affermir la vérité de cette régie générale, & pour faire voir 
qu’elle eonduit à la meme lolution, que j’ai déjà trouvée, jcconfidc- 
rerai unemaflé fluide infinimentmmce,couchée fur un plan, & dont 
F*î f. toutes les particules font poufiêes vers plufieurs centres fixes C,|C> 
C w &c. fitués dans le même plan. 

XXIV. Soit donc A M la furface de cette mafTe fluide, quand 
elle fera en équilibre ; & pour trouver cette figure qu’on prenne les 
coordonnées CX ~x, XMzzy, & pour les autres ce ntres foie nt des 
coordonnées femblables CX' ~x { , X'M~ÿ ; 0 , X t, ZZx /l , X" Mr~ 
y" : & il y aura dx^dx 1 ~ dx n & dy “ dÿ zz dÿ*. Mais avant 
que de confidérer le dernier point M, il faut chercher la quantité d’a- 
ftion des forces fur l’élément X x m M de Taire C X M A, qui nous 
répréfente la maffe fluide. Pour cet effet qu’on prenne de cet clé- 
ment X xm M une particule quelconque Y y, & qu’on nomme en 
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«Cendant X Y —y, X'. Y ~ÿ, X" Y zz y" : & la particule Y y fera 
—dxdy. Maintenant fbient les diftances de cette particule aux cen- 
très des forces: C Y ~v, C'Y“v', C^Y—V 11 , & les forces mêmes, 
comme jusqu’ici, V,V',V": de forte que nous ayons vv—xx+yy', 
v > v l ~x , x > -^-y > y l j v‘ t v >, —x ,l x i> -^-ÿ n y >> , Or la quantité d’aélion de 
ces forces fur le point Y étant —JY âv-\- JW* + (Y" d v u t la 
quantité d’aéh'on fur la particule Y y fera —dx dy (/ V dv-k-JY* d v 1 
-yfW n d v ") dont Tinregrale, en foppofant x confiant, donnera la 
quantité d’aélion des forces fur tout Pèlément Xxm M, pourvu qu’on 
avance le point Y jusqu’ en M, & que les lignifications des y, y 7 , y' 
foient les mêmes, que je leur ai données au commencement. . Par 
confëquent la quancirc d’aéîion des forces fur tout Pélémenr de- Paire 
XxmM fera “ d x [dy (JV d v -f /V' d v* -{■ JY 11 d v 11 ), fuppofant 
dans cetre inregrale î’abfciflc x confiante, & la foule appliquée y va- 
riable. Je nommerai pour abréger cette inregrale , qui réfulte en fup- 
pofant x confiante, fd y ( [Y dv - J- JY 1 d v' ■ f f Y' 1 dv" -f &c.) zz 
U, deforte que le différentiel de U en fuppofant encore x conftanre 
foit dy (f \ dv + /V' d v' -f JY U d v u ) T ou fi nous pofons en gé- 
néral dy, il y aura N zz [Y d v -f fV 1 dv ' q- 

fY"dv tl . 

XXV. Ayant ainfi trouvé la quantité d’aéfion fur l’élément X 
xrn M» laquelle eftzzü dx, il efi clair que la quantité d’aéiion fur 
toute Paire C X M A fera zz / U d x. Par confëquent cette quantité 
f\J d x doit être la plus petite entre toutes les figures, que cette aire 
pourroic prendre ; il s’agit donc de trouver parmi toutes les figures 
de la même aire , fy dx\ celle où la valeur de cette formule y U d x eft 
la plus petite. Cette queftion revient au meme que fi Pou chcrchoit 
parmi toutes leô courbes poffibles celle, où cette formule u fy d x -J- 
JV d x ouf dx (U -|- a y) eft un minimum* Pour cet effet fuivanc 
ma méthode, en comparant ccccc formule avec /Z dx, & pofanc d7* 
— \Adx -fN^y4‘P^/’ + &c. la courbe cherchée fera o — N — 

Mais puisque Z zz U -J- ety t ik queC ne renferme quelesva- 
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fiables x &y. mous aurons N “ o , ou bien le différentiel de U 4 «y, 
cr- ne fuppofant que y variable doit être ~ 0. Et partant le différen- 
tiel de U, enne fuppofintqnejp variable, étant ~ dy (pj dv\ /V' 
dx* -f /V 7 ' dx") & celui d c #yzz» dy y nous en obtiendrons pour 
la courbe cherchée A M cette équation q -p /"V d v+ fV'dv 1 -(- 
AV" ou bien la quantité d’aition des forces fur chaque point M 
de la courbe A M doit être la même ; tout comme il a été trouvé par 
les autres principes. Ce bel accord de notre principe général dans ce cas 
ne laifiéra pas le moindre douce, qu'il ne l'oit pareillement d'accord 
dans tous les autres cas. 

XXVI. On fera encore plus fortement convaincu de la vérité 
de ce principe général, fi l’on remarquera, que la formule, dont la va- 
leur eft la plus petite dans la figure des fils flexibles, eft parfaitement 
conforme-à ce principe. Car foit AM la figure .d’un fil parfaitement 
flexible, dont tous les élemens font follicicés aux centres C,C / , C" par 
de? forces V,V',V"&c. & en vertu de notre principe le fil demeure- 
ra en repos, fi In fomtne de toutes les aélions des forces fur le fil A M 
fera la plus petite. Pour trouver cette fournie, il faut chercher la 
quantité d’aélion fur l’élément Mm ~ d r, & puisquCj en nom- 
mant les diftances C M ~ v, C / M iz 7 / 1 C" M ZZ v> la quan- 
tité d’aéïion fur le point M eft “ /V d v -+- f V / dv' d v 1 * 

Paétion fur l’élément Mmzzdi fera ~ds (fV dv+fV* d v* H-/V" 
dv"'), & partant la lbmme de toutes les allions fur la partie du fil AM, 
fera l’inrégraleyV S (/V dv~hf'V l dv l -f- fV u dv") . La valeur de 
cette formule étant rendue un minimum , donnera la figure du fil lors 
qu’il s'eft mis en équilibre. Or ayant déterminé dans le Mémoire 
precedent la figure d'en tel fil par les principes ordinaires delà Mé- 
canique, j’ai déjà remarqué que cette figure fe trouve, fi l’on cherche 
la courbe, où la valeur de cette meme formule/*/ S (/V./uH~/V' 
dv'+fV ' 1 dv >/ ) eft la plus petite, 

XXVII. Je ne puis pas paffer fous filence une fort belle pro- 
priété de la courbe d’un fil parfaitement flexible, & d’un eépaifiênr par 
tout égale, à laquelle cette folution conduit. Soit A M ce fil parfai- 
tement flexible, & partout delà même epaiflëur, donc chaque point 
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Meft attlréà trois centres C^C/jC" par desforces V, V 7 , V'^qui font des 
fondions quelconques des diftances CM— v, CM— u', O'Mzzv". 
Qu’on nomme ies abfciflèsC X — x> CX'— — a*', CX il ~ — •**"- 
les appliquées XM“y,X'M'— & puisque dx~dx'~ 
dx" & dy — dy‘±dy n i’elément de la courbe M m fera~ds~v (d 
x 2 +dy 2 ). Soit maintenant dy~pdx, 8cdp—<jdxi& la méthode 
des plus grands & plus petits a fourni pour la courbe du fil AM l’e- 
quation foivante 


V(y-ftp , VXS-pxQ , Vy-KO^ q 


.(/v^/vw+yvw') 


V V 1 * I — 1 — /î/ >V 

où la formule fV dv + fVdv-\- fV“d v 11 exprime la quantité d’aéîi, 
on furie point M. Qu’on divife de part & d’autre par ^ & 

puisque le rayon de la developée MO— *-£— 

. ? 

nous aurons cette équation 

JVdv+fV'dvt+fV" dit” „ V(y-/r) V'(> /-fixt) V"(f-p x f) 

M O —vViy+pf^v 1 V(i +pp) + v" V(i +/>/>) 

y P x yàx — xdy , 

Or ] p p) — ~d~s exprime la perpendiculaire C T 

qui eft menée du centre C à la tangente M T ; car baiiTanc du point 
Xfur la meme tangente la perpendiculaire XP & CQJiir XP, on 

voit d’abord que XP— &XQJZI de forte que C Tu 

t£?L il . — ~y ~ — — — ; ; Donc fi des autres centres O, C J/ on 
d s V{r-h-pp) 

tire pareillement fur la tangente les perpendiculaires O T J , C" T 7 ', 
]’e quation trouvée fe changera en cette forme : 

/WH-y — X, c T ■+~0'I V -+- ^ C'/ T<' 

MO V V* v fi 

CT.MO _ CT. MO 

Multiplions parMO, & — * — — — — exprimera U 

ligne 
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ligne M R, ayant baîfle fur la ligne CM prolongée du point O la per- 
pendiculaire O R. Ce qui nous fournit cette propriété : Si du ce » - 
te O du cercle oscillateur en M on mette fur les di (lances CM, C'M, 
C" M prolongées les perpendiculaires O R , O R', O R" ; alors la quan- 
tité d'avion des forces Jur le point M, c'eft à dire (V d v *f* y" V J d v 1 -f- 
J V" dv" fera égale æ V.MR } V'.MR' f V". MR". 


XXVIII. Mais notre principe efl encore p!usgénéra!,&s’étend 
meme aux fils elaftîques, comme j’ai fait voir dans mon Mémoire pre- 
cedent î i! s’agit feulement de ramener l’effet de l’elaflicité à l’idée de 
la quantité d’aétion. Qu’onretienne toutes les dénominations du cas 
precedent, où chaque particule du fil A M efl attirée vers les centres 
C, C', C" parles forces V, V', V", & foit le rayon de la développée 


M O “r — 


{d x 2 — j— djfjj. 


duquel dépend la force de l’élaffici- 


d X d dy 

A S 

te, qu’on fuppofe ordinairement zr —, ou “ fi le fi! n’eft pas 


partout de la même épaiffeur, de forte que l’élaflicité efl dans” un en- 
droit plus grande, ou plus petite que dansunaurre. Or pour rendre 
la folutioii plus générale, je fuppoferai que J’élafîicirc en Mfoît'“T, 
cette lettre T marquant une fonction quelconque de r, qui renferme 
meme la longueur du fil, en cas qu’il foit d’une élafticité variable. 
Cela pofé, les principes de la Mécanique nous foumilfenc pour Ja 
courbe de ce fil èlaftique cette équation 

T=+/^(ï r ' + ^ + ^'+ fa.) 

Pour trouver cette même équation par la méthode des plus grands & 
plus petits, puisque la quantité d’aétion des forces V,V'.V" furie 
point M efl ~fV dv-t-fV , dv l +fV ll dv' / -i~&tc. on n’aura qu’ii y 
ajouter la quantité d’aélion de l’elalticité, que je viens de nommer Tï 


ou 
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Or nommant y ~ t, de forte que / foit proportionnel à la courbure 

meme, on comprendra ai fi ment que, comme de la force V eft réfui té 
l'aétion yV d v, ainfi de la force T résultera l’aftion /TV/. Par confis- 
quent, nommant la malfe de l’élément du fil M/»“</S,la fomme totale de 
toutes les avions fur la portion du fil AS fera zz/" d S (JVdv-i-fV'd 
v'-h fy il dv lt ~^- & -4- /T dt) & ceiie-cy fera la plus petite, quand le 
fil fe trouve en équilibre: & cette propriété doit avoir lieu en vertu 
de notre principe, non feulement, lorsque les centres des forces C, 
C', C" avec la figure du fil fe trouvent dans le meme plan, mais auffi 
lorsque leur ficuarion eft quelconque, 

XXIX,' Mais ayant établi ce principe général, que dans tout 
état d’equilibre la fomme de toutes les avions des forces fur toutes 
les particules du corps, qui eft en équilibre, eft un minimum , je re- 
marque de plus que ce meme principe a lieu dans tous les mouve- 
mens libres descorps, de quelques forces qu’ils foient follicités. Soit 
un corps, apres avoir reçu un mouvement quelconque, attiré con- 
ftamment vers plu fieu rs centres de forces C, C', C", & que les forces 
V, V 7 , V l! foient exprimées par des font lions quelconques desdiftm- 
ces CM“u, Ç'.M — v' } ce corps éprouvera à chaque 

inftant une autre quantité d’aftion de ces forces, & au moment qu’il 
fe trouve en M, la quantité d’aftion eft z z/V dv +*/"V' dv‘-\~ [V 11 
d v n , comme j’ai fait voir au commencement de ce difeours. Donc 
nommant l’élément du temsz zdt, la quantité" d’aélion inftantanée, 
que le corps foutient pendant cet élément detems dt, fera z zde (/~V 
dv+fV 1 dv* -h/V" dv"+ &c,): &. partent la fomme de toutes les 
allions inftantanées, auxquelles le corps eft expofé pendant le tems 
fini ZZ /, fera ~f dt (fVdv+fV'dv 1 + / Wv"-4- &c.) . Main- 
tenant il eft fort naturel, que ce corps prendra une telle route, que cette 
fomme de toutes les avions in flan tan tes y fait un minimum. Voilà 
donc un nouveau principe général, pour le mouvement libre des 
corps follicités par des forces quelconques, dont la vérité faute d’a- 
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bord aux yeux, dés qu’on fait réflexion fur l’idée de la" quantité tTa- 
éïion, que )’ai établie. 

XXX. En fe fervant de ce 'principe on trouvera en effet les 
'memes courbes pour le mouvement des corps follicités par des forces 
quelconques,, auxquelles les principes ordinaires delà mécanique 
nous conduifent.Carce principe ne différé point de celu^dontjeme fuis 
fervi pour déterminer ces mêmes courbes par la méthode de mitximr: 
îf minimis : où j’ai fait voir, tout comme le principe dé Mn.'de 
Maupertuis exige que nommant l’élément delà courbe M m~ds 
&Iavitefle du corps en h valeur de cette formule/// ds 

étoit toujours un maximum . Or j’ai remarqué ey-deffus que la 
quantité d’aftion fV dv-h /V 7 dv 1 ■+■ fV" dv 1 * étant retranchée d’tr- 
11e quantité confiante donne le quarré de la viteffe » w, de forte que 
/V dv -h/V' à v 1 + fV" dv " zz C — u u -, donc, fùivant notre nou- 
veau principe, cette formule /V r(C — u u), où C r — fuu d t fera 
un minimum, ou bien pendant le même te ms t la valeur de cette for- 
mule fuu à t ou à cauiè de ds m zzudt y la valeur de celle -ey/« d s 
doit être un maximum, tout comme j’ai prouvé dans mon Traité dt 
Max mis Minimis» 
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